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3.2.2 洗油效率测定方法

实验主要利用洗油瓶进行洗油效率测定，洗油实验步骤如下：①选取 CP7井地层砂与原油按照 7：1的

比例混合均匀，配制含油砂。②将混合后的含油砂放入恒温 70℃电热恒温烘箱中老化 72h。③在 100mL刻

度洗油瓶中，用天平称取老化后的含油砂，加入前文优选渗吸驱油剂至瓶口刻度线处，放入 80℃的电热恒

温烘箱中，保温 5d，读取洗出油的体积量。④整理数据，计算洗油效率，计算如公式所示。

� = ×


× 100%

公式中：RS为洗油效率，%；D为原油密度，g/cm3；V为洗出油体积，cm3；m为初始原油质量，g。

3.2.3 驱油剂渗吸采收率测定方法

实验主要利用渗吸瓶法进行人造岩心渗吸采收率测定，渗吸实验步骤如下：①将人造岩心放入岩心饱

和油装置夹持器中，加上环压（32MPa），出口端连接到真空泵，连续抽真空 24h。②将保持真空状态的夹

持器进口端连接到饱和油设备上，温度设定为 40℃，以 0.01~0.03mL/min 的注入速度开始饱和油，饱和过

程中将温度不断提升，直至 120℃，继续饱和 24h，计算饱和油量。③将饱和过原油的岩心放入渗吸瓶中，

加入前文优选渗吸驱油剂，至渗吸瓶上部细管约 3mL刻度处。④放入 80℃电热恒温烘箱中，读取不同时间

的渗吸体积，计算得出渗吸采收率，至体积不再变化实验结束。⑥整理数据，计算最终渗吸采收率，计算

如公式所示。

1 = 1

× 100%

公式中：Eor1为渗吸采收率，%；V1为渗吸采出液体积，mL；V为岩心饱和油量，mL。

3.2.4 渗吸驱油剂驱替效率测定方法

实验使用前文优选渗吸驱油剂，对填砂模型进行驱替实验，研究渗吸驱油剂在低渗透岩心中的提高原

油采收效果。驱替实验步骤如下：①将填砂模型放入岩心饱和油装置夹持器中抽真空并饱和盐水。②通过

饱和油装置饱和原油，记录产出水量，计算含油饱和度和饱和油量。③以 0.01~0.03mL/min的注入速度注盐

水，直至不再产出原油，达到残余油状态，计算残余油油量。④以 0.01~0.03mL/min的注入速度注渗吸驱油

剂，记录出油量及压力变化。⑤继续以 0.01~0.03mL/min的注入速度注盐水，记录出油量和压力变化。⑥整

合数据，利用如下公式计算驱替采收率。

2 = 1+2


× 100%

公式中：Eor2为剩余油驱油采收率，%；V1为渗吸驱油剂驱油期间出油量，mL；V2为后续盐水驱出油量，

mL；V为剩余油量，mL。

4 结果与讨论

4.1 渗吸驱油剂稳定性评价结果

选用纳米 Al2O3（分析纯）和 0.05%、0.10%、0.20%、0.30%、0.40%的阴离子表面活性剂（十二烷基硫

酸钠水溶液）（化学纯）进行配制渗吸驱油剂，在高温 80℃、高矿化度 20000mg/L 条件下进行表面张力测

试，实验结果表明，在实验测定的浓度范围内，表面活性剂的浓度对体系界面张力有一定的影响，在同温

公式中：Eor2 为剩余油驱油采收率，%；V1 为渗吸驱

油剂驱油期间出油量，mL；V2 为后续盐水驱出油量，mL；

V 为剩余油量，mL。

4 结果与讨论

4.1 渗吸驱油剂稳定性评价结果
选用纳米 Al2O3（分析纯）和 0.05%、0.10%、0.20%、

0.30%、0.40%的阴离子表面活性剂（十二烷基硫酸钠水溶液）

（化学纯）进行配制渗吸驱油剂，在高温 80℃、高矿化度

20000mg/L 条件下进行表面张力测试，实验结果表明，在实

验测定的浓度范围内，表面活性剂的浓度对体系界面张力有

一定的影响，在同温度下，0.2% 的阴离子表面活性剂界面

张力值最低，效果最好。

选用 0.2% 的阴离子表面活性剂 + 纳米 Al2O3（分析纯）

配制成渗吸驱油剂 A 进行界面张力、粘度稳定性分析，在

高温 95℃、高矿化度 20000mg/L、条件下进行对渗吸驱油

剂 A 界面张力、粘度进行监测，90 天后，该体系粘度保留

率 80% 以上，界面张力达到 3-10 数量级，长期稳定性达到

标准要求。

4.2 渗吸驱油剂 A 的洗油效率评价结果
选取 CP7 井地层砂与原油按照 7：1 的比例混合均

匀，配制含油砂，其中原油密度 0.83g/cm3，质量 4.076g。

将混合后的含油砂放入恒温 70℃电热恒温烘箱中老化 72h

并放入 100ml 刻度洗油瓶中，加入渗吸驱油剂 A 至瓶口上

部刻度 4.8ml 刻度线处，放入 80℃的电热恒温烘箱中，保

温 5d，读取洗出油的体积量 1.0mL。计算最终洗油效率为

20.36%。可知，渗吸驱油剂 A 在 CP7 井油砂中具有较好的

洗油效果。

4.3 渗吸驱油剂 A 的渗吸效率评价结果
将人造岩心放入岩心饱和油装置夹持器中，加上环压

（32MPa），连续抽真空 24h。以 0.01~0.03mL/min 的注入

速度，温度由 40℃不断提升至 120℃，开始饱和油，饱和

油量 1.24mL。将饱和过原油的岩心放入渗吸瓶中，加入渗

吸驱油剂 A，在恒温 80℃电热恒温烘箱中，每隔一段时间

计量渗吸量，至最终渗吸油量为 0.38mL。研究发现岩心采

收率呈现上升趋势，并最终趋于稳定，岩心渗吸采收率为

30.65%。可知，渗吸驱油剂 A 在低渗透岩心中具有较好的

渗吸效果。

4.4 渗吸驱油剂 A 的驱替效率评价结果
选用填砂模型，按照前文的驱替实验方法，水驱至采

出端不再出油，得到残余油状态，再通过渗吸驱油剂 A 对

残余油的填砂模型进行驱替。实验表明，在残余油状态下，

随着渗吸驱油剂 A 的不断注入，压力快速上升，0.3PV 压力

达到最高 5.5MPa，说明随着渗吸驱油剂 A 的注入，将水驱

未能动用的剩余油驱替出来，最终在注入体积为 0.55PV 时

剩余油采收率达到了 9.2%。后续水驱中，岩心中的渗吸驱

油剂 A 通过渗吸作用不断剥离孔道和壁面的原油，并被后

续的注入水携带采出，最终在 2.13PV 时达到了 13.11% 的

最大采收率。可知，渗吸驱油剂 A 具有较高的剥离油膜作

用，该复配体系可作为较好的驱油剂用于低渗油藏针对剩余

油开采中去。

5 结语

选用纳米 Al2O3+ 阴离子表面活性剂进行配制渗吸驱油

剂能有效降低界面张力，其中纳米 Al2O3+0.2% 阴离子表面

活性剂配制的渗吸驱油剂 A 效果最好，界面张力稳定性、

粘度稳定性均满足长期稳定性标准。

在洗油、渗析和驱替实验中，渗吸驱油剂 A 的效率分

别为 20.36%、30.65% 和 13.11%，均具有较好的效果，和较

高的剥离油膜作用。对于在后期低渗储层（类似 CP7 井）

的剩余油开发过程中，加入渗吸驱油剂 A 是提高采收率不

错的选择。
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A brief analysis of the resonant standing wave of a fixed 
string at both ends 
Tongshuang Liu
Nuclear Medicine Department, First Qiqihar  Hospital, Qiqihar, Heilongjiang, 161005, China

Abstract
After analyzing the frequency and energy of the resonant standing waves generated by the fixed strings at both ends under different 
external excitations, four special vibration laws of “strings” were described. The wavelength and frequency expressions of the 
resonant standing waves produced by these four types of string vibrations were derived. The relationship between the resonant 
frequency of the string and its natural frequency was given. At the same time, it was proposed that the standing wave is transmitted 
to the outside by the lateral push of the medium by the vibration of the wave belly. And the view that when the excitation wave is 
continuous, the standing wave will remain constant and transmit vibration energy to the outside.

Keywords
Fixed strings at both ends; string natural frequency; string resonance standing wave; string vibration analysis

对两端固定弦共振驻波特性的分析
刘同双

黑龙江省齐齐哈尔市第一医院核医学科，中国·黑龙江 齐齐哈尔 161005

摘　要

经过对两端固定弦受不同外部激励时发生弦共振驻波频率及能量的分析，叙述了四种特殊“弦”振动规律，推导出这四种
弦振动产生共振驻波时波长及频率表示式，给出弦的共振频率与弦固有频率的关系，同时提出驻波由波腹振动横向推动介
质把驻波的能量传向外界，和在激励波不停地情况下，驻波会永远保持不变并向外界传出振动能量的观点。 

关键词

两端固定弦；弦固有频率；弦共振驻波；弦振动分析

【作者简介】刘同双（1964-），男，黑龙江省齐齐哈尔

市，本科，高级工程师，主要从事医疗电子仪器设备使用

及维修工作。

1 引言

两端固定弦是指一段又细又柔软的弹性长线张紧于两

个固定点之间。对于此种弦振动的研究，有助于我们理解这

些特殊“弦”的振动特点与机制。文中以琴弦的振动为实例，

对弦受不同外部激励时发生的弦共振进行分类分析，叙述了

四种特殊“弦”振动原理，推导出这四种弦振动产生共振驻

波时波长及频率表示式，分析给出弦的共振频率与弦固有频

率的关系，提出驻波通过介质把驻波振动的能量传向外界的

观点。

2 单脉冲激励时两端固定弦振动波

有一由理想柔软的两端固定细弦，两支点连线方向取

为 x 轴，与 x 轴垂直的方向取为 y 轴，如图 1 所示 .

当在弦上外加一个激励，如同弹一下琴弦一样，琴弦

就会横向振动起来，弦开始振动产生一个主频波和多个谐频

波一起振动，振动的强度会因内外部阻尼而衰减，逐渐使弦

振动停止。其中主频会持续振动一段时间才停下来，这个振

动频率称为弦的固有振动频率。弦上固有频率振动波是弦上

所有振动波中频率最小的具有完整波形的正弦波，如图 1 所

示，波长等于整个弦长（取弦固有频率振动的一个波长作为

弦长进行研究）。

设弦的长度为 L ，线密度为 ρ ，弦的张力为 T，弦上

横波从 o 点向 x 方向传播速度为，λ 为固有频率振动波的

波长，则 λ= L                (1)
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弦的固有频率为

当在弦上外加一个激励，如同弹一下琴弦一样，琴弦就会横向振动起来，弦开始振动产生一个主频

波和多个谐频波一起振动，振动的强度会因内外部阻尼而衰减，逐渐使弦振动停止。其中主频会持续振

动一段时间才停下来，这个振动频率称为弦的固有振动频率。弦上固有频率振动波是弦上所有振动波中

频率最小的具有完整波形的正弦波，如图 1所示，波长等于整个弦长（取弦固有频率振动的一个波长作

为弦长进行研究）。

设弦的长度为 L，线密度为 ρ，弦的张力为 T，弦上横波从 o点向 x方向传播速度为υ= T/ρ，λ为固有

频率振动波的波长，则λ= L (1)

弦的固有频率为f0 ， f0 =
υ
λ
= υ

L
(2)

分析结果 1：当弦受到单脉冲激励时，弦的振动主要是固有频率振动，频率为f0 =
υ
L
。

3持续脉冲激励时两端固定弦振动波

当在弦上外加一个持续的泛频振动源激励，随时维持弦振动所需要各种主频波及谐频波的能量补充，

弦可以随多个频率的激励而产生相应的振动。例如，拉动一个琴弓激励琴弦横向振动，其中有频率与弦

本身固有振动频率相近或相同的多个振动持续作用在弦上，弦的幅度不再衰减，逐渐加强能稳定地保持

振动。这就是弦与外激励波产生了同频共振与谐振。

接下来，对一小段弦线微元 d x进行受力分析，如图 1所示，运用牛顿第二定律，可得在 y轴方向

的运动微分方程

ρ dx ∂2y
∂t2
=T ∂2y

∂x2
dx

若令 υ2 = T/ρ，上式可写为

∂2y
∂x2

= 1
υ2

∂2y
∂t2

(3)

上述弦振动的方程 y(x，t)可以分解为空间函数与时间函数的乘积。

y(x,t)=X(x)Y(t)

其中 X(x)是振型函数，它表示整个弦的振动形态，而 Y(t)表征点的振动规律。

对方程(3)进行分离变量可得如下两方程

∂2y
∂t2
− ω2 Y=0

                   (2)                

分析结果 1：当弦受到单脉冲激励时，弦的振动主要是

固有频率振动，频率为

当在弦上外加一个激励，如同弹一下琴弦一样，琴弦就会横向振动起来，弦开始振动产生一个主频

波和多个谐频波一起振动，振动的强度会因内外部阻尼而衰减，逐渐使弦振动停止。其中主频会持续振

动一段时间才停下来，这个振动频率称为弦的固有振动频率。弦上固有频率振动波是弦上所有振动波中

频率最小的具有完整波形的正弦波，如图 1所示，波长等于整个弦长（取弦固有频率振动的一个波长作

为弦长进行研究）。

设弦的长度为 L，线密度为 ρ，弦的张力为 T，弦上横波从 o点向 x方向传播速度为υ= T/ρ，λ为固有

频率振动波的波长，则λ= L (1)

弦的固有频率为f0 ， f0 =
υ
λ
= υ

L
(2)

分析结果 1：当弦受到单脉冲激励时，弦的振动主要是固有频率振动，频率为f0 =
υ
L
。

3持续脉冲激励时两端固定弦振动波

当在弦上外加一个持续的泛频振动源激励，随时维持弦振动所需要各种主频波及谐频波的能量补充，

弦可以随多个频率的激励而产生相应的振动。例如，拉动一个琴弓激励琴弦横向振动，其中有频率与弦

本身固有振动频率相近或相同的多个振动持续作用在弦上，弦的幅度不再衰减，逐渐加强能稳定地保持

振动。这就是弦与外激励波产生了同频共振与谐振。

接下来，对一小段弦线微元 d x进行受力分析，如图 1所示，运用牛顿第二定律，可得在 y轴方向

的运动微分方程

ρ dx ∂2y
∂t2
=T ∂2y

∂x2
dx

若令 υ2 = T/ρ，上式可写为

∂2y
∂x2

= 1
υ2

∂2y
∂t2

(3)

上述弦振动的方程 y(x，t)可以分解为空间函数与时间函数的乘积。

y(x,t)=X(x)Y(t)

其中 X(x)是振型函数，它表示整个弦的振动形态，而 Y(t)表征点的振动规律。

对方程(3)进行分离变量可得如下两方程

∂2y
∂t2
− ω2 Y=0

 。                

3 持续脉冲激励时两端固定弦振动波

当在弦上外加一个持续的泛频振动源激励，随时维持

弦振动所需要各种主频波及谐频波的能量补充，弦可以随多

个频率的激励而产生相应的振动。例如，拉动一个琴弓激励

琴弦横向振动，其中有频率与弦本身固有振动频率相近或相

同的多个振动持续作用在弦上，弦的幅度不再衰减，逐渐加

强能稳定地保持振动。这就是弦与外激励波产生了同频共振

与谐振。 

接下来，对一小段弦线微元 d x 进行受力分析，如图 1

所示，运用牛顿第二定律，可得在 y 轴方向的运动微分方程     

当在弦上外加一个激励，如同弹一下琴弦一样，琴弦就会横向振动起来，弦开始振动产生一个主频

波和多个谐频波一起振动，振动的强度会因内外部阻尼而衰减，逐渐使弦振动停止。其中主频会持续振

动一段时间才停下来，这个振动频率称为弦的固有振动频率。弦上固有频率振动波是弦上所有振动波中

频率最小的具有完整波形的正弦波，如图 1所示，波长等于整个弦长（取弦固有频率振动的一个波长作

为弦长进行研究）。

设弦的长度为 L，线密度为 ρ，弦的张力为 T，弦上横波从 o点向 x方向传播速度为υ= T/ρ，λ为固有

频率振动波的波长，则λ= L (1)

弦的固有频率为f0 ， f0 =
υ
λ
= υ

L
(2)

分析结果 1：当弦受到单脉冲激励时，弦的振动主要是固有频率振动，频率为f0 =
υ
L
。
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振动。这就是弦与外激励波产生了同频共振与谐振。

接下来，对一小段弦线微元 d x进行受力分析，如图 1所示，运用牛顿第二定律，可得在 y轴方向

的运动微分方程
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上述弦振动的方程 y(x，t)可以分解为空间函数与时间函数的乘积。

y(x,t)=X(x)Y(t)

其中 X(x)是振型函数，它表示整个弦的振动形态，而 Y(t)表征点的振动规律。

对方程(3)进行分离变量可得如下两方程
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波和多个谐频波一起振动，振动的强度会因内外部阻尼而衰减，逐渐使弦振动停止。其中主频会持续振

动一段时间才停下来，这个振动频率称为弦的固有振动频率。弦上固有频率振动波是弦上所有振动波中

频率最小的具有完整波形的正弦波，如图 1所示，波长等于整个弦长（取弦固有频率振动的一个波长作

为弦长进行研究）。

设弦的长度为 L，线密度为 ρ，弦的张力为 T，弦上横波从 o点向 x方向传播速度为υ= T/ρ，λ为固有

频率振动波的波长，则λ= L (1)

弦的固有频率为f0 ， f0 =
υ
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分析结果 1：当弦受到单脉冲激励时，弦的振动主要是固有频率振动，频率为f0 =
υ
L
。
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当在弦上外加一个持续的泛频振动源激励，随时维持弦振动所需要各种主频波及谐频波的能量补充，

弦可以随多个频率的激励而产生相应的振动。例如，拉动一个琴弓激励琴弦横向振动，其中有频率与弦

本身固有振动频率相近或相同的多个振动持续作用在弦上，弦的幅度不再衰减，逐渐加强能稳定地保持

振动。这就是弦与外激励波产生了同频共振与谐振。

接下来，对一小段弦线微元 d x进行受力分析，如图 1所示，运用牛顿第二定律，可得在 y轴方向

的运动微分方程
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若令 υ2 = T/ρ，上式可写为

∂2y
∂x2

= 1
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(3)

上述弦振动的方程 y(x，t)可以分解为空间函数与时间函数的乘积。

y(x,t)=X(x)Y(t)

其中 X(x)是振型函数，它表示整个弦的振动形态，而 Y(t)表征点的振动规律。

对方程(3)进行分离变量可得如下两方程

∂2y
∂t2
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当在弦上外加一个激励，如同弹一下琴弦一样，琴弦就会横向振动起来，弦开始振动产生一个主频

波和多个谐频波一起振动，振动的强度会因内外部阻尼而衰减，逐渐使弦振动停止。其中主频会持续振

动一段时间才停下来，这个振动频率称为弦的固有振动频率。弦上固有频率振动波是弦上所有振动波中

频率最小的具有完整波形的正弦波，如图 1所示，波长等于整个弦长（取弦固有频率振动的一个波长作

为弦长进行研究）。

设弦的长度为 L，线密度为 ρ，弦的张力为 T，弦上横波从 o点向 x方向传播速度为υ= T/ρ，λ为固有

频率振动波的波长，则λ= L (1)

弦的固有频率为f0 ， f0 =
υ
λ
= υ

L
(2)

分析结果 1：当弦受到单脉冲激励时，弦的振动主要是固有频率振动，频率为f0 =
υ
L
。

3持续脉冲激励时两端固定弦振动波

当在弦上外加一个持续的泛频振动源激励，随时维持弦振动所需要各种主频波及谐频波的能量补充，

弦可以随多个频率的激励而产生相应的振动。例如，拉动一个琴弓激励琴弦横向振动，其中有频率与弦

本身固有振动频率相近或相同的多个振动持续作用在弦上，弦的幅度不再衰减，逐渐加强能稳定地保持

振动。这就是弦与外激励波产生了同频共振与谐振。

接下来，对一小段弦线微元 d x进行受力分析，如图 1所示，运用牛顿第二定律，可得在 y轴方向

的运动微分方程

ρ dx ∂2y
∂t2
=T ∂2y
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dx

若令 υ2 = T/ρ，上式可写为

∂2y
∂x2

= 1
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∂2y
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(3)

上述弦振动的方程 y(x，t)可以分解为空间函数与时间函数的乘积。

y(x,t)=X(x)Y(t)

其中 X(x)是振型函数，它表示整个弦的振动形态，而 Y(t)表征点的振动规律。

对方程(3)进行分离变量可得如下两方程

∂2y
∂t2
− ω2 Y=0

                                  (3)

上述弦振动的方程 y(x，t) 可以分解为空间函数与时间

函数的乘积。             

当在弦上外加一个激励，如同弹一下琴弦一样，琴弦就会横向振动起来，弦开始振动产生一个主频

波和多个谐频波一起振动，振动的强度会因内外部阻尼而衰减，逐渐使弦振动停止。其中主频会持续振

动一段时间才停下来，这个振动频率称为弦的固有振动频率。弦上固有频率振动波是弦上所有振动波中

频率最小的具有完整波形的正弦波，如图 1所示，波长等于整个弦长（取弦固有频率振动的一个波长作

为弦长进行研究）。

设弦的长度为 L，线密度为 ρ，弦的张力为 T，弦上横波从 o点向 x方向传播速度为υ= T/ρ，λ为固有

频率振动波的波长，则λ= L (1)

弦的固有频率为f0 ， f0 =
υ
λ
= υ

L
(2)

分析结果 1：当弦受到单脉冲激励时，弦的振动主要是固有频率振动，频率为f0 =
υ
L
。

3持续脉冲激励时两端固定弦振动波

当在弦上外加一个持续的泛频振动源激励，随时维持弦振动所需要各种主频波及谐频波的能量补充，

弦可以随多个频率的激励而产生相应的振动。例如，拉动一个琴弓激励琴弦横向振动，其中有频率与弦

本身固有振动频率相近或相同的多个振动持续作用在弦上，弦的幅度不再衰减，逐渐加强能稳定地保持

振动。这就是弦与外激励波产生了同频共振与谐振。

接下来，对一小段弦线微元 d x进行受力分析，如图 1所示，运用牛顿第二定律，可得在 y轴方向

的运动微分方程

ρ dx ∂2y
∂t2
=T ∂2y

∂x2
dx

若令 υ2 = T/ρ，上式可写为

∂2y
∂x2

= 1
υ2

∂2y
∂t2

(3)

上述弦振动的方程 y(x，t)可以分解为空间函数与时间函数的乘积。

y(x,t)=X(x)Y(t)

其中 X(x)是振型函数，它表示整个弦的振动形态，而 Y(t)表征点的振动规律。

对方程(3)进行分离变量可得如下两方程

∂2y
∂t2
− ω2 Y=0

其中 X(x) 是振型函数，它表示整个弦的振动形态，而

Y(t) 表征点的振动规律。

对方程 (3) 进行分离变量可得如下两方程

当在弦上外加一个激励，如同弹一下琴弦一样，琴弦就会横向振动起来，弦开始振动产生一个主频

波和多个谐频波一起振动，振动的强度会因内外部阻尼而衰减，逐渐使弦振动停止。其中主频会持续振

动一段时间才停下来，这个振动频率称为弦的固有振动频率。弦上固有频率振动波是弦上所有振动波中

频率最小的具有完整波形的正弦波，如图 1所示，波长等于整个弦长（取弦固有频率振动的一个波长作

为弦长进行研究）。

设弦的长度为 L，线密度为 ρ，弦的张力为 T，弦上横波从 o点向 x方向传播速度为υ= T/ρ，λ为固有

频率振动波的波长，则λ= L (1)

弦的固有频率为f0 ， f0 =
υ
λ
= υ

L
(2)

分析结果 1：当弦受到单脉冲激励时，弦的振动主要是固有频率振动，频率为f0 =
υ
L
。

3持续脉冲激励时两端固定弦振动波

当在弦上外加一个持续的泛频振动源激励，随时维持弦振动所需要各种主频波及谐频波的能量补充，

弦可以随多个频率的激励而产生相应的振动。例如，拉动一个琴弓激励琴弦横向振动，其中有频率与弦

本身固有振动频率相近或相同的多个振动持续作用在弦上，弦的幅度不再衰减，逐渐加强能稳定地保持

振动。这就是弦与外激励波产生了同频共振与谐振。

接下来，对一小段弦线微元 d x进行受力分析，如图 1所示，运用牛顿第二定律，可得在 y轴方向

的运动微分方程

ρ dx ∂2y
∂t2
=T ∂2y

∂x2
dx

若令 υ2 = T/ρ，上式可写为

∂2y
∂x2

= 1
υ2

∂2y
∂t2

(3)

上述弦振动的方程 y(x，t)可以分解为空间函数与时间函数的乘积。

y(x,t)=X(x)Y(t)

其中 X(x)是振型函数，它表示整个弦的振动形态，而 Y(t)表征点的振动规律。

对方程(3)进行分离变量可得如下两方程

∂2y
∂t2
− ω2 Y=0

∂2X
∂x2

−β2X =0 β = ω
υ

，ω=2πf， υ为横波传播速度

可解得

Y(t) = Asin ωt +Bcos ωt

X(x) = Csin βx+Dcos βx

弦振动方程可表示为

y x,t =X x Y t =[ Csin βx+Dcos βx][Asin ωt +Bcos ωt]

弦的运动还必须满足边界条件

y (0,t) = y(L，t)=0

得 D = 0 Sin βL = 0

这就是弦振动的特征方程。

由此可确定一些列特征值 βn =
nπ
L

n =1,2，…

与此相应，可确定一系列特征振型函数。

Xn(x) =C sin nπx
L

n =1,2，…

与各个特征值相对应，可确定系统的各阶自然频率

ωn= υβn=
nπ
L

T/ρ n=1,2，…

弦对应于各阶自然频率的主振动方程为

yn x,t =Xn x Yn t

= sin nπx
L
(Ansin ωnt +Bncos ωnt)

其中各个An与Bn由运动的初始条件确定。

这个主振动方程的每一项可写成

yn x,t =Nn sin
nπx
L

sin (ωnt +δn) (4)

其中 Ni= An
2+Bn

2 ，δn=arctan
Bn
An

最后得到的这个方程 yn x,t 是由一系列频率不同（成倍增长）、相位不同、振幅不同的驻波叠加而

成的合成波。

由上述对两端固定弦振动求解得到的振动方程(4)可知，弦的任何可能的振动状态都可以视为本征振

动的线性叠加，对这个振动方程进行分析可知，当点 x的位置：在 x =0， L
n
，

2L
n

，… (n−1)L
n

，L 的点的

振幅为 0，称为节点或波节；在 x = L
2n
，

3L
2n

，
5L
2n

… (2n−1)L
2n

的点的振幅为Ni ，达到最大值，称为振动波

的波腹。振动波如图 2所示。这种包含节点的振动波称为驻波。

可解得

                            Y(t) = Asin +Bcos

                            X(x) = Csin+Dcos

弦振动方程可表示为

∂2X
∂x2

−β2X =0 β = ω
υ

，ω=2πf， υ为横波传播速度

可解得

Y(t) = Asin ωt +Bcos ωt

X(x) = Csin βx+Dcos βx

弦振动方程可表示为

y x,t =X x Y t =[ Csin βx+Dcos βx][Asin ωt +Bcos ωt]

弦的运动还必须满足边界条件

y (0,t) = y(L，t)=0

得 D = 0 Sin βL = 0

这就是弦振动的特征方程。

由此可确定一些列特征值 βn =
nπ
L

n =1,2，…

与此相应，可确定一系列特征振型函数。

Xn(x) =C sin nπx
L

n =1,2，…

与各个特征值相对应，可确定系统的各阶自然频率

ωn= υβn=
nπ
L

T/ρ n=1,2，…

弦对应于各阶自然频率的主振动方程为

yn x,t =Xn x Yn t

= sin nπx
L
(Ansin ωnt +Bncos ωnt)

其中各个An与Bn由运动的初始条件确定。

这个主振动方程的每一项可写成

yn x,t =Nn sin
nπx
L

sin (ωnt +δn) (4)

其中 Ni= An
2+Bn

2 ，δn=arctan
Bn
An

最后得到的这个方程 yn x,t 是由一系列频率不同（成倍增长）、相位不同、振幅不同的驻波叠加而

成的合成波。

由上述对两端固定弦振动求解得到的振动方程(4)可知，弦的任何可能的振动状态都可以视为本征振

动的线性叠加，对这个振动方程进行分析可知，当点 x的位置：在 x =0， L
n
，

2L
n

，… (n−1)L
n

，L 的点的

振幅为 0，称为节点或波节；在 x = L
2n
，

3L
2n

，
5L
2n

… (2n−1)L
2n

的点的振幅为Ni ，达到最大值，称为振动波

的波腹。振动波如图 2所示。这种包含节点的振动波称为驻波。

弦的运动还必须满足边界条件

                         y (0,t) =  y(L，t)=0   

得    D = 0      Sin βL = 0

这就是弦振动的特征方程。

由此可确定一些列特征值

∂2X
∂x2

−β2X =0 β = ω
υ

，ω=2πf， υ为横波传播速度

可解得

Y(t) = Asin ωt +Bcos ωt

X(x) = Csin βx+Dcos βx

弦振动方程可表示为

y x,t =X x Y t =[ Csin βx+Dcos βx][Asin ωt +Bcos ωt]

弦的运动还必须满足边界条件

y (0,t) = y(L，t)=0

得 D = 0 Sin βL = 0

这就是弦振动的特征方程。

由此可确定一些列特征值 βn =
nπ
L

n =1,2，…

与此相应，可确定一系列特征振型函数。

Xn(x) =C sin nπx
L

n =1,2，…

与各个特征值相对应，可确定系统的各阶自然频率

ωn= υβn=
nπ
L

T/ρ n=1,2，…

弦对应于各阶自然频率的主振动方程为

yn x,t =Xn x Yn t

= sin nπx
L
(Ansin ωnt +Bncos ωnt)

其中各个An与Bn由运动的初始条件确定。

这个主振动方程的每一项可写成
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公式(7)说明弦共振驻波频率 fn 等于弦固有频率的
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倍。

分析结果 2：当弦受到持续脉冲激励时，弦产生驻波共振，频率等于弦固有频率的
n
2
倍。

4两列同频率行波叠加成的驻波

驻波也可描述为频率相同、传输方向相反的两列波，沿传输线方向形成的一种分布状态。其中的一

个波一般是另一个波的反射波。两者振动相加的点出现波腹，在两者振动相减的点形成波节。在波形上

看波节和波腹的位置始终不变，形成了驻波。

有两列行波

y1 = Asin (ωt−κx)

y2 = Asin (ωt+κx)

参考 图 1中弦的振动图，其中y1 是沿 x方向运行的正向波，y2是y1向 x方向运行到终点后返回的反

射波，两列波角频率相同，运行方向相反。

接下来分析两个波在弦上的叠加情况
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从叠加结果的波函数可以看出，在弦上角频率相同的正反两列波叠加成一列角频率不变的驻波。当

弦上的行波 y1 频率正好与固定弦固有频率接近或相等，沿 x方向运行，且弦长 L为半波长λ的整数倍时，

在固定弦上就可以产生驻波共振。

如图 2所示，共振驻波还会产生次级谐波。
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从推导结果看出的弦上共振驻波频率公式(8)与公式(7)相同，由此说明在两端固定弦上方向相反的两

列行波叠加成的驻波与持续脉冲激励时两端固定弦振动波相同，都是一个与弦固有频率相同或相近的一

个振动源的激励而产生的驻波振动结果。
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公式(7)说明弦共振驻波频率 fn 等于弦固有频率的
n
2
倍。
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4 两列同频率行波叠加成的驻波

驻波也可描述为频率相同、传输方向相反的两列波，

沿传输线方向形成的一种分布状态。其中的一个波一般是另

一个波的反射波。两者振动相加的点出现波腹，在两者振

动相减的点形成波节。在波形上看波节和波腹的位置始终不

变，形成了驻波。
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参考 图 1中弦的振动图，其中y1 是沿 x方向运行的正向波，y2是y1向 x方向运行到终点后返回的反

射波，两列波角频率相同，运行方向相反。

接下来分析两个波在弦上的叠加情况

用三角函数和差化积公式 sin α+ sin β =2 sin α+β
2

cos α−β
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推导出叠加波为 y = y1+y2= 2Acos κx･sin ωt （ ω=2πf， k= 2π
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从叠加结果的波函数可以看出，在弦上角频率相同的正反两列波叠加成一列角频率不变的驻波。当
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个波一般是另一个波的反射波。两者振动相加的点出现波腹，在两者振动相减的点形成波节。在波形上

看波节和波腹的位置始终不变，形成了驻波。
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这两个合成波方程(10)和方程(11)对弦的作用，相当于单脉冲激励与持续脉冲激励组合共同作用在弦

上，将各自在合成频率接近或等于弦固有频率时产生弦驻波共振。按图 2所示，其中任一个波使弦产生

驻波共振频率都等于弦固有频率的
n
2
倍。

分析结果 4：两个不同频率行波在弦上叠加形成的波，是具有不同合成频率的两个行波的组合波，主

波和拍波均各自独立激励弦产生振动，共振频率都等于弦固有频率的
n
2
倍。

6驻波能量的对外交换

驻波波形不动是视觉上的效果，实质上，波腹部分随时都在最小幅度与最大幅度间振动，波动能量

在弦动能与势能之间互相转化。波形看起来是在沿着弦的方向没有运动，但弦内行波随时都在沿弦线传

输，在波节两端行波的相位相反。波腹随时都在推动介质沿着横向振动，介质把驻波振动的能量传向远

方。如同人听到琴弦的振动音是琴弦的横振动经过空气介质传播到人的耳朵里一样。如果拉动琴弦不停，

则琴弦的声音也不停。当两端固定弦有外部不停的激励，弦的驻波共振会永久保持驻波状态，同时驻波

会永远存在并向外界传出振动能量。

分析结果 5：驻波虽然看起来波形不动，波腹随时都在推动介质沿着横向振动，介质把驻波振动的能量传

向远方。只要弦的外部激励不停，弦会永久保持驻波状态。

7 总结

文中以琴弦的振动为实例，对弦受不同外部激励时发生的弦共振频率及能量进行分析，阐述了四种

特殊“弦”振动原理，推导出这四种弦振动产生共振驻波时波长及频率表示式，以及频率与弦固有频率的关

系。得出关于两端固定弦共振驻波分析结果：1）当弦受到单脉冲激励时，弦产生固有频率振动，频率为

f0 =
υ
L
。2）当弦受到持续脉冲激励时，弦产生驻波共振，频率等于弦固有频率的

n
2
倍。3）由两列频率相

同方向相反的行波在弦上叠加弦产生驻波共振时，弦共振频率等于弦固有频率的
n
2
倍。4）两个不同频率

行波在弦上叠加形成具有不同合成频率的两个行波的组合波，主波与拍波均可以激励弦产生共振驻波，

同时弦的共振频率等于弦固有频率的
n
2
倍。5）驻波虽然看起来波形不动，波腹随时都在推动介质沿着横

向振动，介质把驻波振动的能量传向远方。只要弦的外部激励不停，弦会永久保持驻波状态。本文为研

究处理其它振动相关问题提供了相应的理论帮助。
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倍。

6驻波能量的对外交换

驻波波形不动是视觉上的效果，实质上，波腹部分随时都在最小幅度与最大幅度间振动，波动能量

在弦动能与势能之间互相转化。波形看起来是在沿着弦的方向没有运动，但弦内行波随时都在沿弦线传

输，在波节两端行波的相位相反。波腹随时都在推动介质沿着横向振动，介质把驻波振动的能量传向远

方。如同人听到琴弦的振动音是琴弦的横振动经过空气介质传播到人的耳朵里一样。如果拉动琴弦不停，

则琴弦的声音也不停。当两端固定弦有外部不停的激励，弦的驻波共振会永久保持驻波状态，同时驻波

会永远存在并向外界传出振动能量。

分析结果 5：驻波虽然看起来波形不动，波腹随时都在推动介质沿着横向振动，介质把驻波振动的能量传

向远方。只要弦的外部激励不停，弦会永久保持驻波状态。

7 总结

文中以琴弦的振动为实例，对弦受不同外部激励时发生的弦共振频率及能量进行分析，阐述了四种

特殊“弦”振动原理，推导出这四种弦振动产生共振驻波时波长及频率表示式，以及频率与弦固有频率的关

系。得出关于两端固定弦共振驻波分析结果：1）当弦受到单脉冲激励时，弦产生固有频率振动，频率为

f0 =
υ
L
。2）当弦受到持续脉冲激励时，弦产生驻波共振，频率等于弦固有频率的

n
2
倍。3）由两列频率相

同方向相反的行波在弦上叠加弦产生驻波共振时，弦共振频率等于弦固有频率的
n
2
倍。4）两个不同频率

行波在弦上叠加形成具有不同合成频率的两个行波的组合波，主波与拍波均可以激励弦产生共振驻波，

同时弦的共振频率等于弦固有频率的
n
2
倍。5）驻波虽然看起来波形不动，波腹随时都在推动介质沿着横

向振动，介质把驻波振动的能量传向远方。只要弦的外部激励不停，弦会永久保持驻波状态。本文为研

究处理其它振动相关问题提供了相应的理论帮助。
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 这两个合成波方程 (10) 和方程 (11) 对弦的作用，相当

于单脉冲激励与持续脉冲激励组合共同作用在弦上，将各自

在合成频率接近或等于弦固有频率时产生弦驻波共振。按图

2 所示，其中任一个波使弦产生驻波共振频率都等于弦固有

频率的

图 2给出了 n分别为 1、2、3的三种弦振动的情形。从图 2不难看出，对于不同的 n，波的形状不

同，频率也不同，对应于 n=1的波，称为基波，对应于 n=2,3，…的波称为二次谐波、三次谐波，等等。

弦上有 n个半波区，弦长等于半波长的整数倍，即 n个半波组成整个弦长 L。

即 L = n λn
2

，

得出： 弦共振驻波波长为 λn =
2L
n

(5)

假设此时弦振动的频率为fn ，弦上横波的传播的速度 υ

得出： 弦共振驻波频率为 fn =
υ
λn
= n

2
υ
L

(6)

由公式(2)，弦的固有频率为f0 = υ
L
，可知fn =

n
2
f0 (7)

公式(7)说明弦共振驻波频率 fn 等于弦固有频率的
n
2
倍。

分析结果 2：当弦受到持续脉冲激励时，弦产生驻波共振，频率等于弦固有频率的
n
2
倍。

4两列同频率行波叠加成的驻波

驻波也可描述为频率相同、传输方向相反的两列波，沿传输线方向形成的一种分布状态。其中的一

个波一般是另一个波的反射波。两者振动相加的点出现波腹，在两者振动相减的点形成波节。在波形上

看波节和波腹的位置始终不变，形成了驻波。

有两列行波

y1 = Asin (ωt−κx)

y2 = Asin (ωt+κx)

参考 图 1中弦的振动图，其中y1 是沿 x方向运行的正向波，y2是y1向 x方向运行到终点后返回的反

射波，两列波角频率相同，运行方向相反。

接下来分析两个波在弦上的叠加情况

用三角函数和差化积公式 sin α+ sin β =2 sin α+β
2

cos α−β
2

推导出叠加波为 y = y1+y2= 2Acos κx･sin ωt （ ω=2πf， k= 2π
λ

）

从叠加结果的波函数可以看出，在弦上角频率相同的正反两列波叠加成一列角频率不变的驻波。当

弦上的行波 y1 频率正好与固定弦固有频率接近或相等，沿 x方向运行，且弦长 L为半波长λ的整数倍时，

在固定弦上就可以产生驻波共振。

如图 2所示，共振驻波还会产生次级谐波。

共振驻波及谐波均满足 L=n λn
2

， λn =
2L
n

由公式 f = υ
λ

， 可导出 弦上共振驻波频率 fn =
n
2

υ
L

由公式(2)，弦的固有频率为f0 = υ
L
，可知fn =

n
2
f0 (8)

从推导结果看出的弦上共振驻波频率公式(8)与公式(7)相同，由此说明在两端固定弦上方向相反的两

列行波叠加成的驻波与持续脉冲激励时两端固定弦振动波相同，都是一个与弦固有频率相同或相近的一

个振动源的激励而产生的驻波振动结果。

倍。 


