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Derivatives: A Deep Integration of Theoretical Logic and 
Problem-Solving Formulas
Xianghe Tang
Cao County Third Middle School, Cao County, Heze, Shandong, 274400, China

Abstract
The monotonicity of a function is one of its core properties and the cornerstone for analyzing its form and studying its variation 
patterns. From the static comparison based on the definition method in middle school mathematics to the dynamic analysis using 
derivatives in calculus, it marks a leap in mathematical thinking from beginner to advanced. This article aims to deeply analyze 
the complete theoretical logic chain from the definition of monotonicity of functions to the application of derivatives, reveal its 
inherent mathematical ideas, and systematically summarize the solving formulas and strategies based on this. Finally, typical 
examples are used to demonstrate its deep connection and comprehensive application, aiming to build a comprehensive and profound 
understanding framework for learners.
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摘  要

函数的单调性是函数的核心性质之一，是分析函数形态、研究变化规律的基石。从中学数学中基于定义法的静态比较，到
微积分中利用导数的动态分析，标志着数学思想从初等到高等的一次飞跃。本文旨在深度剖析从函数单调性定义到导数应
用的完整理论逻辑链条，揭示其内在的数学思想，并在此基础上系统化地总结解题公式与策略，最终通过典型例题展示其
深度衔接与综合应用，旨在为学习者构建一个贯通、深刻的理解框架。
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1 引言：从“是什么”到“为什么”的认知
跃迁

在初等数学中，我们通过单调性的定义来研究函数：

设函数 ( f(x) ) 在区间 ( I ) 上有定义，如果对于 ( I ) 上

任意两点 ( x_1 ＜ x_2 )，都有：

( f(x_1) ＜ f(x_2) )，则称 ( f(x) ) 在 ( I ) 上单调递增；

 ( f(x_1) ＞ f(x_2) )，则称 ( f(x) ) 在 ( I ) 上单调递减。

这一定义直观且严谨，是认知单调性的逻辑起点。然而，

其应用过程往往繁琐：需要取点、作差、变形、判号。对于

复杂的函数，这种“静态”的比较方式效率低下，且难以洞

察函数在整个区间上的“动态”变化趋势。

微积分的诞生，特别是导数概念的引入，为我们提供

了一把分析函数动态变化的“金钥匙”。导数 ( f'(x) ) 本质

上是函数在某一点处的瞬时变化率，它深刻地刻画了函数值

随自变量变化的“势头”与“方向”。那么，一个自然且关

键的问题便是：为什么函数的导数符号能够决定其单调性？ 

这背后隐藏着怎样精妙的数学逻辑？回答这个问题，正是实

现从机械应用解题公式到深刻理解数学理论衔接的关键。

2 理论逻辑的深度剖析：从定义到判定的桥梁

从单调性的定义到导数的判定，并非一蹴而就。其理

论桥梁是微积分学的核心定理之一——拉格朗日中值定理。

2.1 逻辑起点：导数的直观意义
导数 ( f'(x) ) 衡量的是函数在 ( x ) 点附近的“变化快慢”
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和“变化方向”。

当 ( f'(x) ＞ 0 ) 时，意味着在 ( x ) 点附近，函数值有随 ( 

x ) 增加而增加的趋势。

当 ( f'(x) ＜ 0 ) 时，意味着在 ( x ) 点附近，函数值有随 ( 

x ) 增加而减少的趋势。

这种直观的“局部”性质，是我们相信导数可以判断“整

体”单调性的原始动因。但直觉需要严格的数学证明来支撑。

2.2 核心桥梁：拉格朗日中值定理
定理内容：如果函数 (f(x) ) 在闭区间 ([a, b]) 上连续，

在开区间 ((a, b)) 内可导，则在 ((a, b)) 内至少存在一点 ( xi )，

使得：

这个定理的伟大之处在于，它在一个“整体”的区间 [a, 

b] 上，建立起了函数值的平均变化率 与区间内某一点的瞬

时变化率之间的等量关系。

2.3 逻辑衔接的完成
现在，我们将单调性的定义与拉格朗日中值定理相结

合，完成理论的衔接。

命题：设函数 ( f(x) ) 在区间 ( I ) 上可导。

如果在 ( I ) 上恒有 ( f'(x) geq 0 ) ( 且不在任一子区间上

恒为零 )，则 ( f(x) ) 在 ( I ) 上单调递增。

如果在 ( I ) 上恒有 ( f'(x) leq 0 ) ( 且不在任一子区间上

恒为零 )，则 ( f(x) ) 在 ( I ) 上单调递减。

证明（以递增情况为例）：

在区间 ( I ) 内任意取两点 ( x_1, x_2 )，且 ( x_1＜ x_2 )。

函数 ( f(x) ) 在区间 ([x_1, x_2]) 上满足拉格朗日中值定理的

条件。因此，存在 ( xi in (x_1, x_2) )，使得：

已知 ( f'(xi) geq 0 ) 且 ( x_2 - x_1 ＞ 0 )，因此：

由于 ( x_1, x_2 ) 是区间 ( I ) 上的任意两点，根据单调

递增的定义，( f(x) ) 在 ( I ) 上单调递增。

逻辑链条梳理：

单调性定义 ( 比较任意两点的函数值 ) → 拉格朗日中

值定理 ( 将函数值之差与区间内某点导数相联系 ) → 导数符

号 ( 决定了函数值之差的符号 ) → 判定单调性。

至此，我们完成了从一个静态的、基于比较的定义，

到一个动态的、基于变化率（导数）的判定法则的理论飞跃。

这个过程的深刻性在于，它揭示了函数在区间上的整体性态

（单调性）完全由其局部性质（每一点的导数符号）所决定，

这是微分学强大力量的体现。

3 解题公式与策略的系统化衔接

理解了背后的理论逻辑，解题公式就不再是孤立的记

忆点，而是有源之水，有本之木。我们可以将其系统化为一

个清晰的、可操作的策略流程。

解题策略总纲：

第一步：定义域优先

任何函数性质的研究都必须始于定义域。无论是用定

义法还是导数法，都必须明确函数在哪个区间上有意义。

第二步：求导与定位临界点

1. 求导：计算函数的一阶导数 ( f’(x) )。

2. 解方程：令 ( f’(x) = 0 )，解出所有实数根。这些根

称为驻点。

3. 找无定义点：找出导数 ( f’(x) ) 本身不存在的点。

注：驻点和导数不存在的点统称为函数单调性的“临

界点”。这些点是函数单调性可能发生改变的“嫌疑点”。

以临界点划分定义域

将整个定义域用所有临界点进行划分，得到若干个互

不重叠的子区间。

第四步：判定各区间导数的符号

在每个子区间内任取一个代表点 ( x_0 )，代入 ( f'(x) ) 

计算其符号。

若 ( f’(x_0) ＞ 0 )，则函数在该区间单调递增。

若 ( f’(x_0) ＜ 0 )，则函数在该区间单调递减。

综合结论

将上述结果以表格或区间并集的形式清晰地表述出来。  

进阶策略与公式衔接：  

第一，含参函数的单调性讨论。这是衔接过程中的难

点与重点。策略是：将参数视为已知的未知数，依然遵循上

述五步，但关键在第二步和第四步。临界点依赖参数：方程

f'(x) 等于 0 的根可能随参数变化而存在、不存在或多寡不同。

分类讨论：依据参数的不同取值范围，对临界点的个数、大

小关系进行分类讨论，然后在每种情况下重复第三、四、五

步。示例：讨论函数 f(x) 等于 a 乘以 x 的平方加 x 加 1 的单

调性。求导：f'(x) 等于 2a 乘以 x 加 1。临界点：2a 乘以 x

加 1 等于 0，推出 x 等于负的 2a 分之一。这里 a 不等于 0。

分类讨论：当 a 大于 0 时，导数图像是向上直线，在负无穷

到负的 2a 分之一区间上，f'(x) 小于 0，函数递减；在负的

2a 分之一到正无穷区间上，f'(x) 大于 0，函数递增。当 a 小

于 0 时，导数图像是向下直线，单调区间相反。当 a 等于 0 时，

f'(x) 恒等于 1 大于 0，函数在全体实数上单调递增。  

第二，单调性与不等式证明的衔接。理论逻辑：若函

数 f(x) 在区间 [a, b] 上单调递增，且 x1 小于 x2，则 f(x1) 小

于 f(x2)。利用这一性质，可以将数值的大小比较转化为函

数值的大小比较，进而通过研究函数的单调性来证明不等

式。解题公式：欲证 g(x) 大于 h(x) 在区间 I 上成立。构造函数：

F(x) 等于 g(x) 减去 h(x)。利用导数研究 F(x) 在区间 I 上的

单调性。结合区间端点的函数值或极限值，证明 F(x) 大于 0。  

第三，单调性与方程根的个数的衔接。理论逻辑：一

个严格单调的区间内，函数至多有一个零点。解题公式：判

断方程 f(x) 等于 0 的根的个数。求导，确定函数 f(x) 的所有
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单调区间。计算函数 f(x) 在每个单调区间端点处或趋于无穷

时的函数值或极限值。利用零点存在定理，若在一个单调区

间 [m, n] 上，f(m) 乘以 f(n) 小于 0，则该区间内有且仅有一

个实根。  

典型案例分析：理论与公式的综合运用  

案例一：基础应用——求函数 f(x) 等于 x 的三次方减

去 3 乘以 x 的平方减去 9 乘以 x 加 5 的单调区间。第一步，

定义域为全体实数。第二步，求导：f'(x) 等于 3 乘以 x 的平

方减去 6 乘以 x 减去 9，等于 3 乘以括号 x 的平方减去 2x

减去 3，等于 3 乘以括号 x 减 3 乘以括号 x 加 1。第三步，

找临界点：令 f'(x) 等于 0，得 x1 等于负 1，x2 等于 3。无

导数不存在的点。第四步，划分区间并判号：在区间负无穷

到负 1 上，取 x 等于负 2，f'( 负 2) 等于 3 乘以负 5 乘以负 1

等于15大于0，函数递增。在区间负1到3上，取x等于0，f'(0)

等于 3 乘以负 3 乘以 1 等于负 9 小于 0，函数递减。在区间

3 到正无穷上，取 x 等于 4，f'(4) 等于 3 乘以 1 乘以 5 等于

15 大于 0，函数递增。第五步，结论：函数在区间负无穷到

负 1 和区间 3 到正无穷上单调递增，在区间负 1 到 3 上单调

递减。  

案例二：深度衔接——证明不等式 e 的 x 次方大于 1

加 x，其中 x 不等于 0。第一步，构造函数：令 F(x) 等于 e

的 x 次方减去括号 1 加 x，等于 e 的 x 次方减 x 减 1。第二步，

研究单调性：求导：F'(x) 等于 e 的 x 次方减 1。令 F'(x) 等于 0，

得 x 等于 0。当 x 小于 0 时，F'(x) 小于 0，函数 F(x) 在区间

负无穷到 0 上单调递减。当 x 大于 0 时，F'(x) 大于 0，函数

F(x) 在区间 0 到正无穷上单调递增。第三步，寻找最小值点：

显然，x 等于 0 是函数 F(x) 的极小值点，也是最小值点。第

四步，计算最小值：F(0) 等于 e 的 0 次方减 0 减 1 等于 0。

第五步，得出结论：由于函数 F(x) 在 x 等于 0 处取得最小值 0，

且 x 不等于 0，故对于所有 x 不等于 0，均有 F(x) 大于 0，

即 e 的 x 次方大于 1 加 x。此案例完美展示了如何利用导数

判定单调性，进而找到函数的最值，最终解决不等式证明问

题。这正是理论逻辑与解题公式深度衔接的典范。  

4 常见误区与教学启示  

在从定义到导数的衔接过程中，学习者常陷入以下误

区：第一，忽视定义域：未在函数的自然定义域内讨论。第二，

混淆条件：误认为 f'(x) 大于 0 是函数 f(x) 递增的充要条件。

实际上，函数 f(x) 递增可推出 f'(x) 大于等于 0，但反之，若

f'(x) 大于等于 0 且只在孤立点处为零例如函数 f(x) 等于 x 的

三次方在 x 等于 0 处，函数依然严格递增。第三，临界点归属：

单调区间是开区间还是闭区间？严格来说，我们讨论的是区

间内部的单调性，通常用开区间表示。但若函数在端点连续，

也可以包含端点。  

教学启示：重演逻辑：教学不应满足于直接给出导数

判定定理，而应引导学生重演从定义到中值定理的推理过

程，理解其为什么。强调思想：突出以直代曲、局部刻画整

体的微积分核心思想。系统化训练：通过由易到难的例题链，

帮助学生内化解题策略，并特别加强含参讨论和综合应用的

训练。

5 结论

从函数单调性的静态定义，到导数应用的动态判定，

是一条环环相扣、逻辑严密的理论链条。拉格朗日中值定理

是这一衔接过程的拱心石，它将函数的整体性态与局部导数

无缝连接。基于此理论建立起来的系统化解题策略，使得单

调性的研究从一项繁琐的“体力劳动”升华为一种高效的、

普适的数学工具。

深度理解这一衔接，不仅意味着掌握了一套强大的解

题公式，更重要的是，它让我们领略了微积分如何以“变化”

的眼光研究“变化”的规律，如何用“局部”的简单性质去

把握“整体”的复杂形态。这正是数学从初等走向高等进程

中，思想与方法的一次深刻而优美的升华。对于学习者而言，

打通这一脉络，将为后续学习函数的极值、最值、凹凸性等

更复杂的性质，打下坚实而通透的基础。
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