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Abstract
The static equilibrium problem considering friction is an important part of theoretical mechanics. The analytical method often involves 
the simultaneous equations, which makes the solution process complicated. The geometric method has the advantages of simplicity and 
rapidity. In this paper, the balance problem of the ladder in the V-groove is studied, and the influence of different working conditions 
(the angle between the V-groove and the horizontal plane and the angle between the V-groove) and the friction angle is considered. The 
solving processes of geometric method and the analytical method are given respectively. Furthermore, MATLAB is used to simulate 
the theoretical results, and the influence of different working conditions and friction angles on the size of the safety zone of the ladder 
is given. Through the visual teaching method, students can not only improve their understanding of the basic principles and methods of 
static equilibrium problems, but also master the application of MATLAB software in mechanical analysis.
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几何法求解考虑摩擦的静力平衡问题赏析
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摘  要

考虑摩擦的静力平衡问题是理论力学中的重要内容，解析法往往涉及方程组的联立使求解过程变得复杂，而几何法在求解
中具有简便、快捷的优点。本文对工程中常见的位于V型槽内梯子的平衡问题进行研究，并考虑了不同工况（V型槽与水平
面的夹角和V型槽夹角）和摩擦角的影响，分别给出了几何法和解析法求解过程。进一步利用MATLAB对理论结果进行仿
真分析，直观地给出了不同工况和摩擦角对梯子安全区域大小的影响规律。通过可视化教学方法，学生不仅可提高对静力
学平衡问题基本原理和方法的理解，还可以掌握MATLAB软件在力学分析中的应用。
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1 引言

静力学主要研究受力物体平衡时作用力应满足的条 

件 [1]。考虑摩擦的结构平衡研究是连接基础力学理论与工程

实践的关键纽带。在众多工程领域中，确保结构在外力作用

下的稳定平衡状态是保障系统安全运行的根本前提。考虑摩

擦的静力学平衡问题首先需要对结构进行受力分析，然后列

平衡方程，最后联立求解，这就是求解静力平衡问题的解析

法。由于涉及方程联立，该方法虽然具有普遍适用性，但并

不是求解所有问题的最佳选择。当刚体在汇交力系作用下，

该类平衡问题还可以应用几何法来求解。

位于 V 型槽内的梯子是工程中常见的模型，本文

分别应用几何法和解析法对其平衡问题进行研究。鉴于

MATLAB 在理论力学教学中的重要作用，如高云峰 [2] 探讨

了 MATLAB 在求解刚体系统及桁架受力问题中的应用。

提高了学生对该知识点的感性认识。张永存等 [3] 强调了

理论力学教学中引入数值模拟的重要性和便捷性。曾娟 [4]

讨论了 MATLAB 在理论力学静力学中的应用。本文基于

MATLAB 软件对 V 型槽内梯子的平衡问题进行了数值和可

视化处理，以期提高教学效果和学生实践能力。

2 问题描述与理论计算

在课堂教学中通常以图 1 为例，长为 L 的梯子水平放

在夹角为 θ 的 V 型槽内，V 形槽的左侧面与水平面的夹角

为 α，不考虑梯子的重量，梯子与两个槽面间的摩擦角均为

φf。当人在梯子上走动时，为使梯子不在 V 形槽内滑动，试
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确定人在梯子上的活动范围。

图 1 

2.1 几何法
对梯子进行受力分析，如下图 2 所示 , 梯子在滑槽 A、

B 两接触点处受到全约束反力 FRA 和 FRB，此外还受到人体

重力 P 的作用。根据自锁原理，全约束反力的作用线应该

位于摩擦角之内，所以 FRA 的作用线应该位于 AC 和 AK 之间，

FRB 作用线应该位于 BE 和 BK 之间。要想保持梯子的静态

平衡，人体重力作用线应该与全约束反力作用线满足三力汇

交原理，因此 P 作用线应该位于 G、D 两点之间，即只要

求出 AG 和 BD 的长度，就可以确定小男孩在梯子的上安全

活动范围。

   

图 2 梯子所受外力作用线示意图

设 AB 长为 L，分别在△ ABC 和△ ABE 中应用正弦定

理可得

,
sin sin sin sin

L BC L AE
ACB BAC AEB ABE

= =
Ð Ð Ð Ð

   （1）

其中，在△ ABC 和△ ABE 中

   （2）

因此，BD 和 AG 的长可以表示为

 （3）

可见，通过几何法，可以很容易得到上述考虑摩擦平

衡问题的解。

2.2 解析法
作为对比，下面我们应用解析法求解上述问题。分析：

当人在梯子上行走时，V 型槽内的梯子可存在两种临界状 

态：（1）A 端沿斜面有向上滑动趋势，B 端沿斜面有向下

滑动趋势；（2）A 端沿斜面有向下滑动趋势，B 端沿斜面

有向上滑动的趋势。当梯子处于临界平衡状态时，分别对上

述两种情况进行分析：

梯子 A、B 两端分别沿槽面分别处于向上、向下滑动的

滑动趋势：对梯子进行受力分析，如下图 2 所示 , 梯子与滑

槽在 A、B 两点处受到全约束反力 FRA 和 FRB，当梯子 AB 处

于临界平衡状态时，全约束反力与槽斜面法线的夹角等于摩

擦角 φf。人体重力作用于 D 点。

图 3梯子受力示意图

由平面任意力系平衡方程得

（4）

（5）

（6）

联立上述方程，可求解可得到 DB 的表达式，同理可

得 A 端沿斜面有向下滑动趋势，B 端沿斜面有向上滑动的趋

势时 AG 的表达式。

因此，解析法需要分别对两种临界状态受力分析，建

立平衡方程，并且还需要联立求解方程组，几何法可以轻松

得到结果，通过对比可体现出几何法在求解某些平衡问题上

的优势。

3 数值结果分析

利用 MATLAB 软件对上述理论结果进行数值处理，本



教学方法创新与实践·第 08卷·第 17 期·2025 年 09 月

57

问题所研究的 V 型槽与水平面间的夹角 α和 V 型槽两斜面

间的夹角 θ可任意变化，本节主要分析夹角和 θ以及摩擦角

φf 对 V 型槽内危险距离 BD 和 AG 的影响。

3.1 V 型槽夹角 θ的影响
图 4 反映了 α 取值为 30°、40°、50°和 60°时，

BD 和 AG 长度随 V 型槽夹角 θ（75° ~120°）的变化规

律。由图 4 可知，在所给 α 的四种取值情况下，BD 与 AG

的长度随 V 型槽夹角 θ的变化趋势相反：BD 的长度随 θ增

大而减小，而 AG 均随 θ的增大而增大。当 α等于 30°时，

BD 的长度大于 AG 的长度；当 α 等于 60°时，BD 的长度

均小于 AG 的长度；当 α等于 40°时，BD 的长度在 θ等于

100°时与 AG 的长度相等；当 α等于 50°且 θ等于 80°时，

BD 的长度等于 AG 的长度。图 4（c）和（d）中，θ 等于

120°时，BD 的长度趋近于 0，说明此时，梯子 D 端是安全的，

人踩在 D 端附近，梯子不会下滑。

综合上述分析，当 V 型槽两侧斜面与水平面夹角相等

时，BD 与 AG 的长度相等，这也符合对称性的要求。

图 4 BD 和 AG 随θ的变化

3.2 梯子与 V型槽之间摩擦角 φf 的影响
摩擦角是表征材料表面摩擦性质的量，本节分析摩擦

角对梯子两端危险位置和 AG 长度的影响。图 5 给出了 α取

值为 30°、40°和 50°，且 θ 等于 90°时，摩擦角 φf 对

BD 和 AG 长度影响，摩擦角的取值范围为 10°~30°。如图

5 所示，在所有的 α 的三种取值情况下，BD 与 AG 的长度

随摩擦角的增大儿减小。由图 5 可知，BD 的长度随 α的增

大而减小，而 AG 与其呈相反的规律，随 α的增大而变长。

如图 5（b）所示，当 φf 对大于 28°时，AG 长度等于零，

表明此时，梯子的 A 端是安全的，小男孩踩在梯子 A 端附近，

不会下滑。

图 5 BD 和 AG 随摩擦角 φf 的变化

4 结语

本文通过几何和解析方法分析了不同工况下 V 型槽内

梯子的平衡问题，体现了几何法在求解某些静力学平衡问题

时的高效性和有效性。进一步通过数值结果展示了不同夹角

的 V 型槽在与地面呈不同夹角时，梯子两端危险区域的变

化情况。多种方法求解，不仅巩固了学生求解平衡问题的能

力，还提高了学生处理实际问题的能力。通过以图示的方式

给出摩擦角的影响，也有助于提升学生对摩擦角的认识。上

述教学方法的实施，不仅可以使学生深入理解考虑摩擦时平

衡问题的基本原理和方法，还熟练掌握 MATLAB 软件在数

值分析中的应用和可视化技巧。
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