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Abstract
In response to globalization and the internationalization of education, the reform of university curricula must transcend superficial 
adaptations, such as the mere introduction of English textbooks or bilingual instruction. Instead, it necessitates a paradigm shift 
towards deep internationalization, centered on cultivating students’ systematic thinking and innovative practical abilities. Using 
the exploration of properties of the matrix tI + A in Advanced Algebra as a case study, this paper expounds a reform pathway 
characterized by “in-depth inquiry and systematic teaching.” This approach aims to develop students’ abstract thinking and knowledge 
transfer capabilities, ultimately facilitating a fundamental transition from “knowledge transmission” to “ability cultivation.” This will 
lay a solid foundation for producing high-quality, internationally competitive talents in mathematics.
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国际化人才培养模式下高等代数课程改革探讨——以 tI+A
的性质探究为例
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摘　要

为适应全球化与教育国际化的需求，高校课程改革不再是单纯引入英文教材与双语教学的表层模式，而是以培养学生系统
性思维与创新实践能力为核心的深度国际化。本文以高等代数中知识点“矩阵tI+A的性质探究”为例，阐释一种“深度探
究+系统教学”的改革路径，培养学生的抽象思维与知识迁移能力，实现从“知识传授”到“能力培养”的根本性转变，
为造就具备国际竞争力的高素质数学人才奠定坚实基础。
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1 引言

在全球化浪潮推动教育国际化深度发展的背景下，各

国对具备跨文化沟通能力、跨学科思维及国际竞争力的高素

质人才需求日益迫切 [1]，高校课程体系国际化与教学模式革

新成为提升人才培养质量的关键。高等代数作为数学专业本

科生的核心启蒙课，是构建抽象代数思维、衔接进阶课程的

桥梁，推动其教学改革是学科发展与服务国家战略人才需求

的必然选择。

高等代数国际化教学中，英文教学是基础，但仅停留

在语言层面无法满足人才对知识“综合运用”与“创新实践”

的需求。真正的国际化培养需引导学生以系统、探究思维挖

掘知识逻辑，将理论转化为解题工具。以矩阵 tI+A（其中 t

为参数，I 为单位矩阵，A 为 n 阶方阵）为案例，可构建“深

度探究 + 系统教学”的教学路径：从其行列式是 t 的多项式

切入，分析系数与 A 的联系，引导学生推导不同条件下的

性质；通过案例（如证明 A 不可逆时伴随矩阵的性质）讲

解应用方法；最后延伸至工程计算、数据分析等跨学科领域，

让学生感受理论价值。这种教学设计能帮助学生形成从“理

解”到“运用”再到“创新”的认知链条，培养系统化思维，
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为后续学习与国际学术交流奠基，实现高等代数从“知识传

授”到“能力培养”的转型，契合国际化人才需求。

2 范例展示

矩阵 tI+A 是连接行列式、多项式、A 的可逆性、A 的

特征多项式等核心概念的关键纽带，其性质（如行列式随参

数 t 的变化规律、秩的动态变化特征、特征值与参数 t 的关

联等）贯穿于矩阵理论的多个模块，且在微分方程求解、控

制理论、密码学等实际领域具有广泛应用，能帮助学生串联

分散知识、建立系统认知。下面就以“矩阵 tI+A 的性质探究”

为例，阐释“深度探究 + 系统教学”的方式，探索具备国

际竞争力数学人才培养路径。

设是一个数域，A 是上的一个 n 阶方阵， I 是 n
阶单位矩阵， t∈。矩阵 tI+A 的行列式
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这是一个关于 t 的 n 次多项式，记为 ( )f t 。
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其中， ( )jB t 除了第 j 列为

1 1 1( ( ), , ( ), ( ), ( ), , ( ))T
j j j jj j j nj

d d d d da a t a a a
dt dt dt dt dt− ++  ， 

即 (0, ,0,1,0, ,0)  ，外，其余列均与矩阵 tI A+
的对应列相同。用此方法求出微商

( 1)( ), ( ), , ( )nf t f t f t−′ ′′
 ，再令 0t = ，即可得 ia

( 1, ,i n=  )。

性质 2. 设 A 为一个 n 阶矩阵，则存在 1, , kt t ∈ 
( k n≤ )，使得当 1, , kt t t≠  时， ( ) 0f t ≠ 。

证明：由代数基本定理， 设 ( )f t 在中有 ( )k k n≤
个根 1, , kt t 。当 1, , kt t t≠  时， ( ) 0f t ≠ 。结论得证。

2.1 实数域上矩阵 tI A+ 的性质

当为实数域时，我们可以得到如下性质。

命 题 1. 设 A 为 一 个 n 阶 实 矩 阵， 则 当 t 足 够 大

时， ( ) 0f t > 。

证明：注意到此时 ( )f t 是一个实系数多项式。由因式

分解定理，设

2 2
1 1 1( ) ( ) ( )( ) ( )s r rf t t a t a t p t q t p t q= − − + + + +  ，

这里 ia 为实数，
2

j jt p t q+ + 为实数域上的不可约

多 项 式， 1, , , 1, ,i s j r= =  ， 且 2s r n+ = 。 取

1* max{ , , }st a a=  ，则当 *t t> 时， ( ) 0f t > 。

推论 1. 设 A 是实对称矩阵，证明：当 t 足够大时，

tI A+ 为正定矩阵。

证明：记矩阵 tI A+ 的 i 阶顺序主子式为det( )itI A+ 。 

则det( )itI A+ 是一个实系数的关于

t 的 i 次多项式。由命题 1，存在实数
* *
1 , , nt t ，使得

当
*
it t> 时，det( ) 0itI A+ > 。令

* *
max 1max{ , , }nt t t=  ，则当 maxt t> 时， tI A+ 的

所有的顺序主子式都大于零，于是 tI A+ 为正定矩阵。

命题 2. 设 A 是实对称矩阵，证明： A 可表示为两个

正定矩阵之差。

证明：由推论 1，存在实数 0c > 使得 cI A+ 正定，

显然 ( )A cI A cI= + − 。

命题 3. 设 A 是 n 阶实矩阵，证明： A 可表示为两个

可逆矩阵之差。

证明： 由命题 1，存在实数 0c > 使得 cI A+ 可逆，

显然 ( )A cI A cI= + − 。

命题 4. 设 A 是 n 阶实对称矩阵，证明：存在一正实数

c 使得对任一实 n 维向量 X 都有 | |T TX AX cX X≤ 。

证明：只需证明存在一正实数 c 使得对任一实 n 维向

量 X 都有 T T TcX X X AX cX X− ≤ ≤ ，

即 ( ) 0TX cI A X+ ≥ 且 ( ) 0TX cI A X− ≥ 。

由 推 论 1， 对 A 和 A− 分 别 存 在 正 实 数 1 2,c c 使 得

1 2,c I A c I A+ − 正 定。 取 1 2max{ , }c c c= ， 则

,cI A cI A+ − 均正定。因此，对任一实 n 维向量 X 都有

( ) 0TX cI A X+ ≥ ， ( ) 0TX cI A X− ≥ 。

命题 5 设 A 为实反对称矩阵，则对任意的 0t ≠ ，

tI A+ 是可逆的。

证 明： 由 A 反 对 称， 对 任 意 的 0 nX≠ ∈ ，

0TX AX = 。于是 ( )T TX tI A X tX X+ = 。由

0, 0t X≠ ≠ 可 知 ( ) 0TX tI A X+ ≠ ， 进 而

( ) 0tI A X+ ≠ 。这说明 ( ) 0tI A x+ = 只有零解，

因此 tI A+ 可逆。

命题 6 设 A 为实反对称矩阵，则对任意的 0t > ， 

det( ) 0tI A+ > 。

证明：由 A 反对称可知， A− 反对称，且 A− 的特征

值为 0 或纯虚数。于是

    2 2
1det( ) ( ) ( )s

rtI A t t q t q+ = + + ，

这里 0jq > ， 1, ,j r=  ，且 2s r n+ = 。显然，

当 0t > 时， det( ) 0tI A+ > 。

2.2 矩阵 tI A+ 在伴随矩阵相关性质中的应用

设 A 是数域上的一个 ( 2)n n ≥ 阶方阵， *A 是 A
的伴随矩阵。
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命题 7. ( )* * *AB B A=
证 明： 当 ,A B 均 可 逆 时， 由 于

1 1* | | , * | |A A A B B B− −= = ，我们有
1 1 1( )* | | ( ) (| | )(| | ) * *.AB AB AB B B A A B A− − −= = =

结论成立。

      当 ,A B 中恰有一个可逆时，不妨设 A 可逆， B
不可逆。由性质 2，存在

1, , kt t ∈  ( k n≤ )， 使 得 当 1, , kt t t≠  时，

det( ) 0tI B+ ≠ 。此时，由上述情形可得

( ( ))* ( )* *A tI B tI B A+ = + 。

设上式左右两边的 ( , )i j 元素分别为 ( ) ( )ij ijl t r t= 和，

它们均是关于 t 的多项式，且当 1, , kt t t≠  时，对任意的

, 1, ,i j n=  ， ( ) ( )ij ijl t r t= 。因此多项式 ( ) ( )ij ijl t r t= 。于

是，当 0t = 时，对任意的 , 1, ,i j n=  ， (0) (0)ij ijl r= ， 
从而 ( (0 ))* (0 )* *A I B I B A+ = + ，即 ( )* * *AB B A= 。

当 ,A B 均 不 可 逆 时， 由 性 质 2， 存 在 1 21 1, , ; , ,k kt t s s ∈   

1 21 1, , ; , ,k kt t s s ∈   ( 1 2,k k n≤ )，使得当 1 21 1, , , , ,k kt t t s s≠  

时，det( ) 0,det( ) 0tI A tI B+ ≠ + ≠ 。此时，

(( )( ))* ( )*( )*tI A tI B tI B tI A+ + = + + 。

类似于上面的讨论，可得

((0 )(0 ))* (0 )*(0 )*I A I B I B I A+ + = + + ，

即 ( )* * *AB B A= 。
（注：该命题的证明主要参考文献 [3]）

命题 8. *A 是 A 的多项式。

证明：当 A 可逆时，设 A 的特征多项式为 ( )f t ，由

性质 1， ( )f t 的常数项 det( ) 0na A= ≠ 。
结论成立。

当 A 不可逆时，由性质 2，存在 1, , kt t ∈  ( k n≤ )，

使得当 1, , kt t t≠  时， det( ) 0tI A+ ≠ 。此时，由上述
情形可得

( )* ( )tI A g tI A+ = + ，

其 中 ( )g tI A+ 是 tI A+ 的 多 项 式。 比 较 上 式

左 右 两 边 的 ( , )i j 元 素， 与 命 题 7 的 证 明 类 似， 可 得

(0 )* (0 )I A g I A+ = + ，即 * ( )A g A= 。结论得证。
矩阵 tI+A 的性质探究案例表明，有效的教学应打破“碎

片化讲解”与“纯理论灌输”的传统模式，通过锚定核心知

识点、串联多模块内容、联动理论与实践，实现从“教知识”

到“育能力”的转型。

3 教学启示

矩阵 tI+A 的性质探究案例以“核心知识点为锚点、能

力培养为核心、国际需求为导向”的改革逻辑，可提炼出以

下教学启示，为高等代数课程突破传统教学局限、实现国际

化与系统化转型，提供具体可落地的实践路径。

3.1 课程定位需衔接国际化人才培养目标
明确高等代数作为代数方向“启蒙”与“桥梁”的双

重角色，相关教学设计需跳出单一知识传授，围绕“夯实理

论基础 + 培养应用能力 + 对接国际范式”展开。其中，理

论基础要强化核心定理的逻辑推导，应用能力可通过简单数

学软件实操（如用 MATLAB 解线性方程组）提升，国际范

式则需融入通用术语与符号。同时，要确保课程内容与近世

代数、矩阵分析等后续课程及国际数学教育标准衔接，为学

生参与国际学术交流和跨领域实践铺垫基础。

3.2 国际化教学应超越语言层面，聚焦能力提升
英文教学（双语课件、英文文献选读等）需作为工具

而非核心目标，重点通过语言载体引导学生接触国际数学领

域的思维范式与表达逻辑，比如在课件中同步呈现中英文定

理表述，选读简短外文案例解析。同时避免陷入“语言形式

化”误区，始终以知识的深度理解与综合运用为核心，通过

双语对照解析专业术语背后的数学逻辑，助力学生精准把握

概念本质，进而提升跨文化学术沟通能力。

3.3 知识点教学需构建“系统化探究路径”
针对核心知识点（如矩阵 tI+A），摒弃“碎片化讲解”

模式，设计“概念溯源—性质推导—应用实践—拓展延伸”

的闭环教学流程。先引导学生关联已有知识（行列式定义、

矩阵运算、特征多项式定义）推导性质，教学过程中再通过

提问互动深化理解。同时通过具体案例（伴随矩阵与矩阵的

关系、多项式相等的判断）强化应用，搭配课堂小练习检验

掌握情况，最后延伸至跨学科场景（控制理论、数据分析），

帮助学生形成“理论—应用—价值”的完整认知。

3.4 注重以“核心知识点”为锚点，串联多模块内容
利用矩阵 tI+A 这类“纽带型”知识点，打破高等代数

内部章节的壁垒，串联行列式、矩阵可逆、特征多项式等分

散内容——比如从 tI+A 的行列式展开推导特征多项式，借

其可逆性条件关联矩阵可逆判定，让学生直观感知知识间的

逻辑关联。通过“以点带面”的教学方式，培养学生的系统

化思维，避免孤立记忆知识点，提升其整合与运用多模块知

识解决复杂问题的能力。

3.5 强化“理论—实践”联动，凸显数学实用价值
在实践教学中融入知识点的实际应用场景（如矩阵

tI+A 在微分方程求解、密码学加密算法构建中的应用），

通过具体案例分析、小组协作完成简化版实践任务等形式，

让学生直观体会数学理论对现实问题的解决价值。同时，精

准契合国际化人才“知行合一”的培养要求，助力学生搭建

理论与实践的衔接桥梁。

4 总结

本文以矩阵 tI+A 的性质探究为案例，借单一知识点串

联多模块教学，为高等代数提供深挖知识内涵、引导跨模块

解题的范例，打破传统模块孤立局限，助学生构建系统代数
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体系，提升教学质量。同时，其强化知识运用与实践能力，

契合国际化人才需求，为课程对接国际标准、培养国际化数

学人才提供参考。
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